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Introduzione

di Mario Miranda

atematica e cultura e il ti-

tolo di un nuovo pro-

gramma del Centro In-
ternazionale per la Ricerca Mate-
matica. Questo programma rientra
nelle finalita dell'Istituto Trentino
di Cultura, di cui il CIRM ¢ emana-
zione, che comprendono oltre alla
promozione di ricerche scientifi-
che di natura fondamentale e ap-
plicata, la diffusione delle cono-
scenze in ogni settore della so-
cieta.
La matematica ¢ scienza dalla un-
ga storia, misurata ormai in mil-
lenni, ma ¢ solo in questo secolo,
dopo essere giunta ad uno stadio
avanzatissimo di sviluppo e dopo
aver egdregiamente servito tutte le
altre scienze, che la matematica ha
cominciato a guardare a se stessa
come ad una creazione a se stante
del genio degli uomini.
La riflessione sui fondamenti della
matematica, alla quale hanno con-
tribuito matematici sommi come
David Hilbert e Kurt Godel, e filo-
sofi della scienza come Bertrand
Russell, nata per esigenze interne
di assestamento ha avuto uno sti-
molo esterno derivante dal pro-
gredire negli ultimi decenni del la-
voro attorno alla progettazione e
costruzione di macchine intelli-
genti. Questo lavoro ¢ diventato
sempre pit frenetico ed economi-
camente interessante per la sco-
perta e lo sviluppo di materiali
adatti alla bisogna: si pensi alle

&

vecchie valvole, agli anziani tran-
sistor e ai giovani chips.
L'intelligenza che si vuole dare ad
una macchina deve essere ovvia-
mente ben conosciuta a priori dai
progettisti, i quali hanno cosi sco-
perto che e l'intelligenza matema-
tica il soffio divino. Da cio la spinta
esterna a definire cos’e ['intelli-
genza matematica cioe la matema-
tica tout court.

La diffusione del messaggio cultu-
rale portato dalla Matematica ¢ af-
fidata innanzitutto a cicli di confe-
renze. Il primo ciclo, dal titolo
«Matematica e Calcolatori», ha vi-
sto come conferenzieri i professo-
ri Gabriele Lolli e Annalisa Marcja.
Il professor Lolli ha parlato su «I
favolosi anni Venti: la logica tra
uso e menzione», e «Il dopoguerra:
il Calcolatore e le dimostrazioni».

La professoressa Marcja ha parla-
to su «Computabilita e Complessi-
ta» e «Programmazione logica e i
computer della V generazione».
I testi delle quattro conferenze co-
stituiscono la parte pit corposa
di questa pubblicazione. Ad essi
premettiamo una breve nota bio-
grafica relativa ai loro autori.
Gabriele Lolli si e laureato a Tori-
no nel 1965 presentando una tesi
di Analisi Matematica scritta sotto
la guida del professor Francesco
Tricomi. Per la formazione post-
-laurea Lolli ha visitato la Yale Uni-
versity, dove ha lavorato sotto la
guida del professor A. Robinson.
Il professor Lolli, che ha insegnato
al Politecnico di Torino, alle Uni-
versita di Salerno e Genova, at-
tualmente lavora nel Dipartimento
di Informatica dell'Universita di
Torino ed ¢ autore, oltre che di nu-
merosi articoli, di alcuni testi di di-
vulgazione come:
1. La Teoria Assiomatica degli In-
siemi.
2. Lezioni di Logica Matematica,
pubblicati da Boringhieri.
3. Le Ragioni Fisiche e le Dimo-
strazioni Matematiche.
4. La Macchina e le Dimostrazio-
ni, pubblicati da Il Mulino.
Annalisa Marcja si ¢ laureata a Fi-
renze nel 1966 sotto la guida del
professor Roberto Magari. Ha vi-
sitato ['Universita di Rutgers negli
USA ed ha insegnato all'Universita
di Firenze e a quella di Trento, do-
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Kurt Godel nacque a Brno
(Cecoslovacchia) nel 1906 e mori
a Princeton (USA) nel 1978.

ve trovasi tuttora. E presidente del
Consiglio Scientifico del Centro di
Computer Algebra, creato dal Di-
partimento di Matematica dell'Uni-
versita di Trento e dall'IRST. E au-
trice di numerose pubblicazioni
scientifiche, collabora con diversi
matematici stranieri ed é partico-
larmente interessata alla Teoria
dei Modelli. Su questo argomento
ha organizzato per il CIRM due
convegni internazionali di grande
successo.

Mi sia permesso ancora un breve
commento di carattere generale
prima di dare la parola ai nostri il-
lustri esperti.

Le iniziative trentine nel settore
Universita e Ricerca Scientifica
hanno ormai venticinque anni di
vita. All'inizio si e trattato di impie-
gare parte del potenziale offerto
dall'autonomia provinciale, come
liberta di legiferare e di investire
denaro pubblico, per creare strut-
ture e attirare persone capaci di
mettere in moto un processo di
modernizzazione del trentino.
Oggi trattasi di prendere atto delle
trasformazioni avvenute, di cono-
scere a fondo il nuovo trentino e
di operare per il suo inserimento
in programmi di respiro nazionale
e internazionale. Questo inseri-
mento portera con se ['inserimen-
to dei trentini, giovani e meno gio-
vani, nei processi di produzione di
cultura e di beni di consumo. Que-
sto inserimento € compito non so-
lo di politici e di professori univer-
sitari, ma di tutti coloro che nel
Trentino hanno la responsabilita
di operare scelte, dagli imprendi-
tori pubblici e privati ai singoli cit-
tadini.

Per svolgere questo compito € ne-
cessario, come gia piu sopra dice-
vo, conoscere analiticamente Ia
realta trentina attuale. Poiché in
questa realta la Matematica e viva
ed operante, il progetto Matemati-
ca e Cultura si inserisce nel grande
progetto di modernizzazione della
Provincia di Trento.




I favolosi anni Venti:

la logica tra uso e menzione

di Gabriele Lolli

ogliamo raccontare alcuni

aspetti di un episodio im-

portante della storia della
matematica che si e svolto nel ven-
tesimo secolo, quello della pro-
gressiva acquisizione da parte del-
la logica di un ruolo centrale nella
matematica. La logica ¢ sempre
stata accostata alla dimostrazione,
ma come generica caratterizzazio-
ne di cui non si vedevano pero ef-
fetti concreti; oggi che la logica si
presenta come matrice degli svi-
luppi rivoluzionari connessi all'in-
formatica ¢ utile vedere di capire
cosa sia successo.
Alla fine del secolo scorso la logi-
ca matematica esisteva nella for-
ma della cosiddetta algebra della
logica, elaborata tra gli altri da G.
Boole, C.S. Peirce e E. Schroder.
Nella proliferazione di nuovi for-
malismi algebrici, ci si era accorti
che anche alcune forme classiche
di giudizi tramandati dalla tradizio-
ne logica potevano essere espres-
si con ['aiuto di un simbolismo al-
gebrico. Era il simbolismo delle al-
gebre di Boole, sostanzialmente,
ma limitato all'uso di identita: ad
esempio con Xy = x si poteva
esprimere il fatto che x ¢ contenu-
to in y. La restrizione alle identita
era favorita dalla tradizione di
considerare le leggi logiche alla
stregua delle trasformazioni delle
equazioni algebriche per mezzo di
identita.
Questo formalismo era molto limi-

tativo; quello che oggi noi espri-
miamo con il quantificatore esi-
stenziale si poteva esprimere con
la affermazione che una certa
classe non ¢ vuota. Ma un calcolo
con disuguaglianze offre assai piu
difficolta e meno leggi che un cal-
colo di trasformazione di equazio-
ni. E intanto gli sviluppi della ma-
tematica avevano fatto si che il di-
scorso matematico diventasse as-
sai pit complesso e articolato, e
non fosse esprimibile in un simbo-
lismo cosi povero.

E dovuta a G. Frege e a G. Peano
la invenzione di un linguaggio sim-
bolico duttile e adeguato alla
espressione di tutti i discorsi ma-
tematici; dei due, Peano & quello
che ¢ conosciuto dal mondo mate-
matico, anche se i sistemi di Fre-

ge, soprattutto nella parte dedutti-
va, erano di molto superiori. Ag-
giungendo al formalismo algebri-
co degli operatori per fare affer-
mazioni singolari (in sostanza i
nostri quantificatori), Peano era in
grado nel 1889 di presentare negli
Arithmetices Principia, novo
methodo exposita per la prima
volta una teoria matematica com-
pleta (per quel che riguarda natu-
ralmente i teoremi fondamentali
iniziali) interamente scritta in lin-
guaggio simbolico. Esaltato da
questa possibilita, che realizzava
un antico sogno leibniziano, Pea-
no si dedicava a una impresa co-
lossale, raccolta nel Formulario
mathematico, una opera ingiusta-
mente dimenticata: scrivere tutta
la matematica esistente in forma
compatta, completa di dimostra-
zioni, nel suo linguaggio simbo-
lico.

L'uso di un linguaggio artificiale ri-
spondeva per Peano (e in parte,
ma con motivazioni diverse, per
Frege) alla esigenza di chiarezza,
di eliminazione delle ambiguita
del linguaggio comune e quindi
della intuizione non esplicitata.
Valori ormai condivisi universal-
mente dopo la vicenda delle geo-
metrie non euclidee. Per realizzare
la traduzione simbolica di una teo-
ria era necessario individuare le
idee primitive, in numero minimo,
ed assegnare ad esse dei simboli
primitivi, che costituivano come




Giuseppe Peano nacque a
Spinetta, vicino a Cuneo nel 1858
e mori a Torino nel 1932. Fu uno
dei pia grandi matematici italiani,
le cui idee hanno precorso la
matematica contemporanea.

['alfabeto particolare di quella di-
sciplina. Il lavoro di formalizzazio-
ne si accompagnava quindi inevi-
tabilmente a una analisi assioma-
tica approfondita delle teorie, che
non a caso avevano condotto Pea-
no nel 1889 alla presentazione de-
gli assiomi per ['aritmetica che an-
cora portano il suo nome.

B. Russell colse con perspicacia
nel 1900 la utilita del formalismo
peaniano, lo fece proprio e ne pre-
se lo spunto per iniziare la sua
particolare analisi logica della ma-

tematica. La connessione che si
viene a stabilire tra linguaggi for-
mali e programma logicista provo-
ca la ribellione di quanti erano
contrari alle assunzioni di tale pro-

gramma, come Poincare. Con
grande intelligenza e anticipazione
Poincaré decide di attaccare lo
strumento, oltre che il program-
ma, o meglio di rendere lo stru-
mento stesso responsabile di al-
cune deviazioni. Alla chiarezza e
alla concisione sbandierate come
meriti del formalismo, egli oppone

['esatto contrario: la mancanza di
senso dei simboli artificiali che ne
rendono precaria la manipolazio-
ne, e soprattutto la lunghezza dei
testi formali, che rendendo il con-
trollo difficile e defatigante favori-
scono alla lunga proprio gli errori
da cui quello strumento ci dovreb-
be salvaguardare.

A parte il Formulario di Peano e il
Principia Mathematica di Russell e
Whitehead, nessun altro testo cor-
poso ¢ infatti scritto in modo inte-
ramente formale; alle difficolta
pratiche si aggiungono le riserve
alimentate dalle critiche di Poinca-
re. Quasi nessuno pensa che Ia ri-
gidita sintattica dei linguaggi for-
mali ci salvi dalle contraddizioni;
queste tra i matematici sono piut-
tosto superate con un'altra opera-
zione concettuale, quella della as-
siomatizzazione della teoria degli
insiemi, a opera di E. Zermelo nel
1908. Su questa base, la indagine
dell'infinito riprende con fiducia e
tranquillita.

Agli inizi degli anni venti, il carat-
tere infinitistico della matematica
¢ ormai ben impiantato nella pra-
tica. Non solo ['Analisi, da cui &
partito lo stimolo per ['elaborazio-
ne della teoria degli insiemi, sta
prendendo sempre pit il carattere
generale e astratto di studio di
spazi di funzioni; anche nell’alge-
bra ai numeri reali o a quelli alge-
brici st aggiungono i campi astrat-
ti; la teoria delle strutture e ben av-
viata, come dimostra il fatto che
alla fine del decennio apparira il [i-
bro di van der Waerden; e ['alge-
bra usa liberamente metodi non
costruttivi come il contestato, solo
pochi anni prima, assioma di scel-
ta. La teoria stessa degli insiemi
ad opera della scuola polacca sta
organizzandosi in una vera teoria,
cioe non serve solo come linguag-
gio per la formulazione di proble-
mi di altre discipline, ma ha i pro-
blemi suoi propri, interessanti, so-
prattutto relativamente ai grandi
cardinali infiniti e alle loro leggi.




Questa situazione pud essere con-
siderata il paradiso di Cantor di
cui parlava Hilbert come di un do-
no che non si sarebbe pit restitui-
to. Un paradiso ancora in forma-
zione, se non ¢ una bestialita teo-
logica, ma ormai ben delineato. In
questa situazione le questioni dei
fondamenti, intese come preoccu-
pazioni drammatiche sulla capaci-
ta di controllare quello che si stava
facendo, sarebbero gia attenuate e
dimenticate se non fosse per colpa
di Brouwer, che con la sua costru-
zione di una matematica alternati-
va, dell'intuizionismo, tiene vivo il
tarlo della cattiva coscienza.

Ma in questa situazione di esaltan-
ti sviluppi, non c’é posto per la lo-
gica pedante e vincolante di Pea-
no. Un ulteriore motivo per bandi-
re questa come possibile cornice
e vestito della matematica viene
dalla elaborazione, che continua
non senza alcuni difficili problemi,
della assiomatizzazione della teo-
ria degli insiemi. In questo conte-
sto, ¢ da segnalare un intervento
profetico di T. Skolem; profetico
per i suoi sviluppi, non per lui che
si basava su un preciso risultato
riguardante i formalismi logici
(dell'algebra della logica arricchita
con i contributi peaniani). Si tratta
del teorema che porta il suo nome
insieme a quello di Lowenheim, e
che afferma che se una teoria in
un linguaggio numerabile ha un
modello, allora ne ha anche uno
numerabile.

Tra le tante conseguenze, Skolem
presentava quello che ¢ noto co-
me paradosso di Skolem: la teoria
degli insiemi, nella assiomatizza-
zione di Zermelo e con le aggiunte
opportune (di Skolem stesso e di
Fraenkel) era naturalmente espri-
mibile in questi formalismi; se
consistente, avrebbe allora un mo-
dello numerabile; ma la teoria af-
ferma la esistenza di infiniti di or-
dine superiore, che dovrebbero
essere presenti in una struttura
numerabile.

Henri Poincaré nacque a Nancy
nel 1854 e mori a Parigi nel 1912.
Diede importanti contributi in vari
campi della matematica.

Skolem pubblicava queste osser-
vazioni nel 1922, anche se le ave-
va pronte da diversi anni, perché
«in tempi recenti ho visto con sor-
presa che molti matematici pensa-
no che questi assiomi della teoria
degli insiemi forniscono la fonda-
zione ideale per la matematica;
percid mi e sembrato venuto il
tempo di pubblicare una critica».
La critica di Skolem ¢ alla teoria
degli insiemi, ma il suo contributo
¢ preso invece come una ulteriore
prova che la logica non deve esse-

re introdotta nella espressione
della matematica; i concetti della
matematica hanno una consisten-
za assoluta, mentre ['uso della lo-
gica per esprimerli introduce il re-
lativismo.

La logica formale ¢ dunque bandi-
ta per molteplici convergenti moti-
vi, e sarebbe forse dimenticata se
Hilbert non Ia rivitalizzasse in una
direzione del tutto nuova. Hilbert
tra i grandi matematici era quello
pia preoccupato del putsch che
Brouwer voleva fare nella mate-




matica, cosi lo considerava Hil-
bert, anche perché vedeva che
molti, come Hermann Weyl, lo se-
guono. Ed egli non era soddisfatto
di come si erano assestate le cose.
Dal punto di vista di Hilbert non
era realizzata, per le teorie mate-
matiche fondamentali, la condizio-
ne che egli era arrivato giustamen-
te a porre come base per una im-
postazione assiomatica corretta,
quella della dimostrazione di con-
sistenza, che aveva proposto co-
me problema nella lista di Parigi
del 1900.

Tanto pit drammatica era la ne-
cessita di questa dimostrazione
nel caso dell'Analisi perché que-
sta teoria faceva uso di nozioni in-
finitistiche che egli si rendeva con-
to non potevano avere una giusti-
ficazione normale, un modello in-
tuitivo di partenza come poteva es-
sere lo spazio fisico per la geome-
tria euclidea. L'infinito non e di
questo mondo.

La giustificazione dell'infinito per
Hilbert si configurava in due mo-
menti: da una parte appunto la di-
mostrazione di non contradditto-
rieta della teoria, ma dall'altra an-
che una giustificazione piu gene-
rale, cioe la spiegazione di come
mai nozioni elaborate dalla mente
con una estrapolazione spavento-
samente coraggiosa, che portava
ben al di 1a di quello che si incon-
tra nella realta fisica, come mai
appunto queste potessero e do-
vessero risultare utili e in un certo
senso indispensabili per fare ma-
tematica.

Per realizzare questa operazione
di soffocamento del putsch brou-
weriano e di fondazione della ma-
tematica, Hilbert elabora il suo ge-
niale programma. E ['idea di for-
malizzare i testi matematici, scri-
verli cioé in un linguaggio artificia-
le estremamente preciso nella sua
sintassi e nel suo ambito, allo sco-
po di poter svolgere su di essi dei
ragionamenti matematici.

Tra i testi matematici si distinguo-

no quelli che riguardano i numeri,
le relazioni e le manipolazioni con-
crete che si affermano o che si
fanno su di essi; questi hanno un
contenuto intuitivo, come afferma-
zioni di manipolazioni effettiva-
mente eseguibili su stringhe di
simboli (i numeri si possono rap-
presentare in notazione unaria co-
me stringhe di sbarrette). Non ap-
pena si scrivono formule con va-
riabili si passa gia ad un altro li-
vello, perché una formula con va-
riabili ¢ o rappresenta ['insieme
dei suoi casi particolari; ancora
peggio le formule con quantifica-
tori, che esprimono pensieri appa-
rentemente infiniti sulla totalita
delle possibili combinazioni dei
simboli. Ma queste formule non
devono necessariamente essere
prese con un contenuto, bensi so-
o come oggetti finiti formali costi-
tuiti anche essi da stringhe di sim-
boli, definite da definizioni di tipo
induttivo. Questi nuovi oggetti Hil-
bert pensa di aggiungerli a quelli
di base come elementi ideali, allo
stesso modo che si fanno esten-
sioni dei campi numerici con ele-
menti ideali, come 1.

E nostra buona fortuna trova-
re la stessa armonia presta-
bilita che osserviamo cosi
spesso nella storia della
scienza, quella di cui ha beneficiato Ein-
stein quando ha trovato il calcolo generale
degli invarianti pienamente sviluppato per
la sua teoria della gravitazione; scopriamo
che un notevole lavoro di sgrezzatura e sta-
to gia fatto: il calcolo logico e stato svilup-
pato. Vero, originariamente era stato crea-
to in un contesto del tutto differente e, di
conseguenza, i suoi segni furono introdotti
inizialmente per lo scopo della comunica-
zione soltanto; ma noi saremo coerenti nel-
la nostra strada se ora spoglieremo anche
i segni logici di ogni significato, proprio co-
me abbiamo fatto per quelli matematici, e
dichiareremo che le formule del calcolo lo-
gico non significano nulla in sé, ma sono
delle proposizioni ideali.
Nel calcolo logico noi possediamo un lin-
guaggio di segni che e capace di rappre-
sentare le proposizioni matematiche in for-
mule e di esprimere le inferenze logiche at-
traverso preocessi formali... In questo mo-
do noi finalmente otteniamo, invece della

scienza matematica contenutistica che e
comunicata per mezzo del linguaggio ordi-
nario un arsenale di formule che sono for-
mate di segni matematici e logici e che se-
guono ['una dall'altra secondo regole defi-
nite... Quindi ['inferenza contenutistica &
rimpiazzata dalla manipolazione di segni
secondo regole, e in questo modo la com-
pleta transizione da un trattamento intuitivo
a uno formale é ora completa, da una parte
per gli assiomi stessi... e dal-

I'altra parte per il calcolo logi-

co, che originariamente doveva

essere solo un altro linguaggio.

Vedete come ¢ rovesciata ['impo-
stazione peaniana; si potrebbe di-
re che con Hilbert si passa da un
uso della logica, per la comunica-
zione, a una menzione della logi-
ca: e una distinzione che la logica
stessa ama fare nella sua analisi
del linguaggio, quando ad esem-
pio si osserva che la parola «Tren-
to» e usata nella frase che dice che
Trento ¢ bella, mentre ¢ menzio-
nata quando si dice che «Trento»
ha sei lettere. La logica e usata per
la traduzione del discorso in una
struttura matematica, costituita da
parole di un alfabeto finito, che si
puo studiare matematicamente. E
un oggetto di studio matematico
particolare, perché costituito di
oggetti finiti, le espressioni del lin-
guaggio intese come sequenze di
simboli dell'alfabeto, definiti e
manipolati da definizioni e opera-
zioni di carattere induttivo. Le tec-
niche da usare per tale studio si
collocano dunque nell’ambito del-
la aritmetica, o della teoria degli
insiemi finiti, e probabilmente a un
livello basso di complessita, per-
ché la trattazione dei linguaggi ha
un carattere effettivo, concreto (in
parte dovuto forse alla necessita
della comunicazione intersogget-
tiva).

L'idea Hilbert la aveva avuta gia
nel 1904, ma non aveva avuto oc-
casione, o stimoli adeguati per
portarla avanti. Questa ¢ la data
comunque della nascita, sia pure
con un solo esemplare particola-




re, della teoria matematica dei lin-
guaggi, che sara ripresa intensa-
mente a partire dal 1917 (la cita-
zione di sopra e del 1925, dal fa-
moso articolo sull'infinito).

Da questa osservazione nasce la
ipotesi coraggiosa che sia possibi-
le studiare con dei metodi mate-
matici ma di tipo elementare, sicu-
ro la struttura delle teorie che nella
loro formulazione intuitiva preten-
dono di parlare anche di oggetti e
argomenti di carattere molto piu
astratto e impegnativo, come ['in-
finito.

Per la dimostrazione di consisten-
za appare ora disponibile un nuo-
vo strumento, matematico e sem-
plice: come i linguaggi e i calcoli
sono presentati da definizioni in-
duttive, cosi la dimostrazione che
ogni teorema ha una certa pro-
prieta puo essere impostata indut-
tivamente, dimostrando prima che
gli assiomi ce I'hanno, e poi dimo-
strando che le regole del calcolo la
conservano e la trasmettono. Do-
vrebbe essere possibile dimostra-
re che nessuna sequenza costruita
secondo le regole termina con una
contraddizione.

Formulando esattamente i due
problemi che gli stanno a cuore,
sulle teorie dell'infinito, Hilbert
scopre poi che sono equivalenti:
che se si riuscisse a dimostrare, in
una aritmetica elementare, la con-
sistenza dell’Analisi o della teoria
degli insiemi, allora si dimostre-
rebbe anche che queste sono
estensioni conservative dell'arit-
metica per quel che riguarda le
affermazioni concrete aritmetiche,
quelle che si riferiscono solo a nu-
meri e non usano i quantificatori;
questo vuol dire che ognuna di
queste affermazioni che fosse di-
mostrata in una teoria superiore,
facendo riferimento alle entita
astratte, sarebbe anche gia dimo-
strabile nella teoria elementare
senza assunzioni problematiche.
Ma questo particolare tecnico non
ci interessa, anche se e quello che

David Hilbert nacque a
Konigsberg (ora Kalingrad) nel
1862 e mori a Gottingen nel 1943.
Nell'anno 1900 al Congresso
internazionale dei Matematici in
Parigi presento un elenco di 23

ha fatto mettere ancora pit forte-
mente ['accento sul problema del-
la consistenza, e ha forse rafforza-
to le speranze di Hilbert di essere
sulla strada giusta.

Hilbert é troppo modesto nel dire
che il calcolo logico e fornito dalla
tradizione; in effetti la impostazio-
ne rigorosa della sua teoria della
dimostrazione richiede un perfe-
zionamento del calcolo, che culmi-
na nella presentazione nel 1928, in
un volumetto classico di Hilbert e
di W. Ackermann, di un calcolo lo-

problemi che assegnava, sono
parole sue, come compito ai
matematici del XX secolo.

gico per la logica del primo ordine
come oggi la conosciamo, insieme
a una serie di problemi di base an-
cora aperti.

Il primo problema ¢ quello della
completezza: dimostrare che una
proposizione valida in tutte le
strutture in cui valgono certi assio-
mi (che ¢ quello che si intende per
teorema nella impostazione assio-
matica) ¢ anche dimostrabile a
partire da quelli con una dimostra-
zione logica, sequenza di trasfor-
mazioni basate sulle regole pre-




Bologna, 1985;

Franco Muzzio Editore, 1986.

Per ulteriori approfondimenti dei temi trattati si veda:
G. LoLLl, Le ragioni fisiche e le dimostrazioni matematiche, 11 Mulino,

G. LoLLl, La Macchina e le dimostrazioni, Il Mulino, Bologna, 1987.
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Editore, 1986 e A. BUNDY, L ‘automazione del ragionamento matematico,

scritte dal calcolo logico. Prima di
Hilbert questo problema non si
era mai posto con tale nettezza,
perché mai si era pensato di stac-
care cosi radicalmente la forma
delle proposizioni, quello che re-
stava quando si scrivevano in un
linguaggio artificiale per poterle
elaborare matematicamente, dal
loro contenuto intuitivo. Il teorema
di completezza e dimostrato da
Godel nella sua tesi del 1930.

Ci sono poi altre questioni, che
vengono naturali non appena uno
ha trovato uno strumento cosi pro-
mettente; perché limitarsi a consi-
derare la consistenza? Ci sono al-
tri problemi riguardanti la attivita
logica, che Hilbert assegna come
compito della nuova disciplina: lo
studio del rapporto tra contenuto
e forma, la lunghezza delle dimo-
strazioni, ['esistenza o meno di un
metodo di decisione per tutti i pro-
blemi matematici. Nel libro del
1928 il problema centrale ¢ dichia-
rato essere quello della decisione
per la validita logica delle formule
dei linguaggi del primo ordine,
I'Entscheidungsproblem. Se esi-
stesse un tale metodo, allora sic-
come ¢ mostrato praticamente nel
libro stesso come molte nozioni
matematiche si possano esprime-
re in tali linguaggi, ne verrebbe un
metodo di decisione per la mate-
matica.

Ma che cosa ¢ un metodo di deci-
sione? Il problema si connette a
un altro che viene in evidenza in

modo naturale man mano che si
cercano di precisare gli strumenti
matematici di tipo concreto ed ef-
fettivo che si devono usare nella
manipolazione dei linguaggi: e il
problema di precisare in modo ri-
goroso cosa si intenda per quei
processi che nel corso della storia
della matematica sono stati via via
chiamati metodi effettivi, algorit-
mi, procedimenti effettivamente
calcolabili.

La necessita di chiarire questa no-
zione intuitiva emerge per diversi
motivi: intanto ['uso sempre piu
impegnativo di strumenti che sod-
disfano intuitivamente questa ca-
ratterizzazione, ma che non basta-
no mai, man mano che dai fram-
menti pia facili di logica, come la
logica proposizionale, si passa a
frammenti pit ampi di logica e di
aritmetica; il tipo di pensiero ricor-
sivo, o induttivo, che e implicito
nella definizione delle funzioni arit-
metiche elementari, e che porta
alla delimitazione delle cosiddette
funzioni primitive ricorsive, ha bi-
sogno di una migliore caratterizza-
zione e delimitazione. Ackermann
scopre nel 1928 una funzione che
¢ intuitivamente calcolabile, defi-
nita da un sistema di equazioni ma
che sfugge ai piu ristretti metodi
definitori delle funzioni primitive
ricorsive.

D'altra parte, quando si profila la
possibilita di una risposta negati-
va, la non esistenza di un metodo,
la risposta ha bisogno di una deli-
mitazione matematica rigorosa del-

['ambito entro cui restringere i me-
todi in questione, perche la dimo-
strazione deve in qualche modo
passarli in rassegna tutti per esclu-
dere che funzionino. Nella storia
recente della matematica c'erano
esempi analoghi, la non risolubili-
ta per radicali delle equazioni al-
gebriche, la non risolubilita con ri-
ga e compasso di certi problemi;
quest'ultimo aveva richiesto la for-
mulazione algebrica, e non mec-
canica, del concetto di risoluzione
con riga e compasso. Se si doves-
se arrivare ad una risposta negati-
va quanto alla decidibilita effettiva
di questioni logiche, occorrerebbe
precisare in modo rigoroso i me-
todi effettivi ammissibili nella ma-
nipolazione degli oggetti formali.
Alla fine degli anni venti ci trovia-
mo allora in questa situazione: ['u-
so della logica come linguaggio
matematico non ha avuto succes-
so, ha prevalso la sensazione della
sua impraticabilita, e i dubbi sulla
sua adeguatezza per il pensiero
matematico; ma la logica come
metodo per sottoporre le teorie e
la dimostrazione a uno studio ma-
tematico, attraverso la traduzione
del discorso in un insieme di for-
mule del tutto prive di significato,
e collegate solo da regole di tra-
sformazione esplicite, la logica co-
me oggetto di studio matematico
insomma, ha preso piede. Attra-
verso questa deformazione, anche
['uso della logica come linguaggio
dovra tornare in onore, anche se
adesso non se ne vede ancora la
via. Una prima pietra sara costitui-
ta dal teorema di completezza, che
inizialmente passa in secondo pia-
no rispetto al teorema di incom-
pletezza per ['aritmetica che subito
lo segue ma di cui non dobbiamo
occuparci.

Una esigenza piu viva e invece
quella della precisazione del pen-
siero ricorsivo, o della definizione
di algoritmo, a cui si dedicheranno
i logici negli anni immediatamente
seguenti.
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Computabilita

S

e complessita

di Annalisa Marcja

stato gia osservato che

molti problemi matematici

prendono la forma: trovare
un algoritmo (o procedimento
meccanico) per mezzo del quale
determinare in un numero finito di
passi per ogni elemento di un dato
insieme se o no I'elemento possie-
de qualche data proprieta.
Se forniamo un tale procedimento
(anche senza aver dato rigorosa-
mente la definizione del concetto
di algoritmo) abbiamo trovato una
soluzione al dato problema e di-
ciamo che il problema ¢ risolubile
(decidibile).
In teoria dei numeri abbiamo mofti
esempi di soluzioni a questo gene-
re di problemi. E questo un fatto
generale della matematica? Consi-
deriamo per esempio il seguente
problema: (X problema di Hilbert)
«C'e un algoritmo tale che data una
qualunque equazione polinomiale
P(xj,....xp) = 0 a coefficienti inte-
ri, decida se questa ha o no solu-
zioni intere?». Ovviamente ['algo-
ritmo e noto in casi particolari.
L'indiano Brahmagupta (VII seco-
lo) forni un algoritmo per decidere
se l'equazione ax + by + c = O ha
soluzioni intere o no e la procedu-
ra consiste nel verificare se il mas-
simo comun divisore (che si cal-
cola usando per esempio ['algo-
ritmo euclideo) di a e b divide c.
Notiamo che il X problema di Hil-
bert e equivalente a
«Esiste un algoritmo tale che data

una qualunque equazione polino-
minale P(x],...Xp) = 0 a coeffi-
cienti interi decida se

Sp = {(x],....xn) : X],...,.Xp naturali
e P(x],....xp) = 0} & vuoto oppure
no?».

Una prima risposta parziale pud
essere: esiste un algoritmo che
elenca tutti gli elementi di Sp (per
esempio ordinando le n-ple di nu-
meri naturali e verificando per cia-
scuna se e soluzione), cioé Sp &
semidecidibile. Se Sp € non vuoto,
non resta che aspettare una solu-
zione. In molti casi la pit piccola
soluzione puo essere molto grande.
Per I'equazione x2 — 991y2 + 1
questa e

x = 379516400906811930638014
896080

y = 120557357903313594474425
38767.

Pitt in generale Hilbert si poneva
la domanda dell'esistenza di un
procedimento meccanico per ri-
solvere ogni problema matemati-
co. Assumendo che tutta la mate-
matica classica sia esprimibile
nella logica del I ordine, questo di-
venta il problema di determinare
un algoritmo tale che dato un qua-
lunque insieme finito di enunciati
T ed un enunciato ¢ della logica
del I ordine decida se o no ¢ ¢ di-
mostrabile da T (Entscheidungs-
problem). Questo per Hilbert era il
problema fondamentale perché
['esistenza di un tale procedimento
meccanico sarebbe potuto essere
usato per risolvere algoritmica-
mente tutti i problemi matematici.
Ovviamente una risposta negativa
(cioe la dimostrazione di irrisolu-
bilita) per un problema particolare
(per esempio per il X) risponde-
rebbe negativamente anche a que-
st'ultimo problema. Per dire pero
che un problema sia irrisolubile (o
indecidibile) dobbiamo dapprima
concordare che cosa sia un proce-
dimento meccanico.

Il giovane matematico Alan Turing
(1912-1954) del King's College di
Cambridge nel 1936 diede una tale
definizione rigorosa e forni un
esempio di problema irrisolubile
(A. Turing, On computable num-
bers with an application to the Ent-
scheidungsproblem. Proceedings
of the London Mathematical So-
ciety ser. 2, vol. 42 [1936-37]).




Alonzo Church in una fotografia
del 1966.

Nello stesso anno un'altra defini-
zione equivalente era stata data
dall'americano A. Church (A. Chur-
ch, On unsolvable problem for
elementary number theory. The
American Journal of Mathematics,
vol. 58 [1936] — A. Church, A note
on the Entscheidungsproblem. Jour-
nal of Symbolic Logic 1 [1936])
ma a noi interessa descrivere
quella di Turing, per ['influenza
avuta sulla moderna Scienza dei
Calcolatori.

Turing introdusse un computer
ideale (oggi chiamato macchina di
Turing) per simulare il comporta-
mento umano della computazio-
ne. Una macchina di Turing consi-
ste di una testina che scorre su un
nastro suddiviso in celle. Questo
nastro e potenzialmente infinito,
nel senso che pud essere sempre
aggiunta una nuova cella a destra
o a sinistra. In ogni cella c'e un so-
lo simbolo dell'alfabeto di macchi-
na sp,Sjy.....Sg e la testina legge

una cella alla volta. (Per conven-
zione sp rappresenta il simbolo
vuoto).

Quello che la macchina fara suc-
cessivamente, muoversi di una
cella a destra o a sinistra o scri-
vere un nuovo simbolo nella cel-
la dipende dallo stato interno
della macchina e dal simbolo let-
to. I simboli per gli stati siano
{91.92.---an}-

Il comportamento della macchina
nello stato g; che legge il simbolo
s puo allora essere:

1) rimpiazzare il simbolo s; con il
simbolo sy e andare nello stato
ge- Questo pud essere rappresen-
tato con la quadrupla 9:515k9e

2) muovere la testina di una cella
a sinistra e passare nello stato g,;

in simboli qt»stqe

3) muovere la testina di una cella

a destra e passare nello stato gg; .

in simboli g;s que

11
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Definizione

Una macchina di Turing é un in-
sieme finito di quadruple del tipo
descritto sopra. Essa si dice deter-
ministica se mai due quadruple
iniziano con la stessa coppia qisj.
non deterministica altrimenti.
Assumiamo che una macchina di
Turing cominci sempre nello stato
q] e che si fermi se ¢ nello stato
gi, legge il simbolo s; e non c'e
nessuna quadrupla che cominci
con gjs;. Una macchina di Turing
non deferministica T permette ['e-
secuzione di uno dei possibili mo-
vimenti. Questo permette pia
«cammini» possibili. Qualcuno po-
tra essere terminale, qualche altro
no.

Una macchina di Turing puo com-
putare una particolare funzione
con dominio contenuto in Nl e a
valori in N nel seguente modo: Si
pone ['input x7,...,xp codificato nel
linguaggio {sp,1} sul nastro

ministica tale che ogni volta
(x71,....Xn) € nel dominio della fun-
zione c'e almeno un cammino che
si ferma e tutti quelli che si ferma-
no, si fermano sullo stesso output
e l'output e flx],...,xp). Altrimenti
ogni possibile cammino ¢ non ter-
minale.

Ovviamente una funzione ¢ com-
putabile se e solo se ¢ non deter-
ministicamente computabile.

A questo punto e necessario sof-
fermarsi sul concetto intuitivo di
computabile (o di algoritmo) e
quello di Turing computabile. La
tesi di Church-Turing afferma che
il concetto intuitivo di procedimen-
to meccanico (algoritmo) puo es-
sere precisato definendo procedi-
mento meccanico una computa-
zione effettuabile da una macchi-
na di Turing. Cid non pud essere
dimostrato (si ha da una parte un
concetto intuitivo e vago) tuttavia
esistono parecchi elementi a so-

1] 1 1|sg| 1 1| sp sol| 1 1
e —— —————— N —

La testina e posizionata sul primo
I a sinistra e la macchina e nello
stato qj.

Nel caso deterministico se (x],...,.xp)
¢ nel dominio di fla macchina si
ferma e il numero di I presenti nel
nastro nella configurazione termi-
nale (output della computazione)
coincide con flx; — xp). Se
(x],...,xp)non e nel dominio di f [a
macchina non si ferma.

Una funzione f e Turing computa-
bile se c'e una macchina di Turing
(deterministica) che la computa.
Una funzione si dice computabile
non deterministicamente se c'e
una macchina di Turing non deter-

stegno di questa tesi.

Con una codifica opportuna si puo
dare una corrispondenza biunivo-
ca (effettiva) fra macchina di Tu-
ring e numeri naturali.

Possiamo definire allora la fun-
zione

® (x,z) = la funzione computata
della macchina di Turing di nume-
ro z sull'input x.

® ¢ computabile da una macchina
di Turing U, detta universale, per-
ché puo simulare il comportamen-
to di una qualunque macchina di
Turing.

U provvede un modello suggesti-
vo di «all-purpose computer» in cui

i dati e i programmi sono raccolti
in una memoria e ne fu un'antici-
pazione. Di fatto sembra che la co-
struzione nel 1945 del moderno
computer fosse proprio ispirata
all'idea di macchina universale di
Turing.

Consideriamo adesso il seguente
problema: «C'¢ un algoritmo tale
che data una qualunque macchina
di Turing T (di numero 2) e un in-
put x determina se la macchina T
si ferma sull'input x oppure no?».
Questo ¢ il cosiddetto «problema

dell'arresto» per le macchine di

Turing.

Per la tesi di Turing-Church questa

domanda puo essere posta in ter-

mini pia precisi nella forma:

«E Turing computabile la funzione
1 se @ (x,2) e definita

g(x,2) ={.O se ® (x,2z) non &
definita?»

Supponiamo che ¢ sia Turing
computabile. Definiamo la fun-
zione

_[lseglxx)=0
v = {non definita se g(x,x) = 1

Anche y ¢ Turing computabile, se
gloe.

Sia y@ il numero della macchina
che computa .

Dalla definizione di ® segue che:
D(yp.yp) ¢ definita se e solo se

2(yo.y0) = 0 se e solo se ®(yp,yp)
non ¢ definita.

Abbiamo dimostrato quindi, per
assurdo, che la funzione g non &
Turing computabile e quindi che il
problema dell'arresto ¢ irrisolu-
bile.

Questo primo risultato di irrisolu-
bilita e stata la base di molti altri
risultati di questo genere. Le tecni-
che di dimostrazione sono del tipo
«se il dato problema fosse risolu-
bile allora sarebbe risolubile il
problema dell’arresto». Con que-
ste tecniche per esempio si e di-
mostrato ['irrisolubilita del proble-
ma della parola per i semigruppi,
per i gruppi e l'irrisolubilita del X




problema di Hilbert gia menziona-
to (Matijasevi¢ 1970).

La macchina di Turing era servita
per fornire una risposta negativa
al problema di Hilbert e la moder-
na teoria della computabilita ci
rende capaci di distinguere chiara-
mente e precisamente tra proble-
mi per cui ci sono algoritmi e pro-
blemi per cui non ci sono. Pero c'e
una grande differenza tra la riso-
lubilita «in principio» e la risolubi-
lita «in pratica». Usualmente i pro-
blemi risolubili anche in pratica
vengono chiamati trattabili, quelli

risolubili in principio, ma non in
pratica intrattabili. Il problema
della soddisfacibilita della logica
proposizionale (SAT) e notoria-
mente risolubile. Un algoritmo po-
trebbe essere quello delle tavole
di verita. Pero non sappiamo se un
tale problema sulla base di un
qualunque algoritmo sia trattabile.
Infatti come & noto queste proce-
dure richiedono un numero di
passi che ¢ una funzione esponen-
ziale della lunghezza dell'espres-
sione. E proprio per la crescita ra-
pida della funzione esponenziale

Yuri V. Matijasevic, sovietico, in
una fotografia del 1970. All'eta di
22 anni egli riusci a dare una
soluzione al X problema di
Hilbert.

che queste procedure esauriscono
rapidamente le risorse disponibili.
Poiché una funzione esponenziale
cresce piua rapidamente di una
qualunque funzione polinomiale,
si pud pensare a un problema co-
me trattabile se il risolverlo richie-
de un numero di passi limitato da
un polinomio nella lunghezza del-
['input.

Definizione.

Una funzione fe detta computabi-
le (non deterministicamente com-
putabile) in tempo polinomiale se
¢’é una macchina di Turing (non)
deterministica che computa f ed
un polinomio p(n) tale che il nu-
mero di passi nella (in almeno
una) computazione di T con input
x e < p(x).

Alla luce della tesi di Turing-Chur-
ch a un problema risolubile ¢ as-
sociata una funzione Turing com-
putabile. Per esempio a SAT ¢ as-
sociata la funzione:

1 se la formula il cui
numero ¢ x (in una
opportuna codifica)
¢ soddisfacibile

S(x) =

non definita altrimenti.
Indicheremo con P la classe dei
problemi risolubili per cui la fun-
zione associata ¢ computabile in
tempo polinomiale.
Un analogo della tesi di Church ¢
la Tesi di Cook-Karp: Un proble-
ma e trattabile se e solo se ¢ in P.
Indichiamo invece con NP la clas-
se dei problemi risolubili per cui la
funzione associata ¢ computabile
non deterministicamente in tempo
polinomiale. Ovviamente PC NPe
non ¢ conosciuto alcun problema
di NPnon in P, quindi potrebbe es-
sere P = NP. Si pud provare che
SAT € NPe che se SAT € P allora
P = NP. Sono i problemi come
SAT (cosidetti NP-completi) che
sono pensati intrattabili. Ma come
gia detto e ancora aperto pero il
problema
P = NP?

13
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Il dopoguerra:
il calcolatore
e le dimostrazioni

di Gabriele Lolli

bbiamo lasciato la logica

nel 1930 rafforzata con il

teorema di completezza
per i calcoli logici e alle prese con
la definizione del pensiero ricorsi-
vo. Negli anni seguenti si accumu-
lano molti risultati, che costitui-
scono il corpo della moderna di-
sciplina della logica matematica, e
molti anche utili per la matematica
stessa, ma ['uso della logica come
linguaggio della matematica resta
tabi: e troppo diversa dal linguag-
gio naturale che serve per comu-
nicare, troppo rigida, domanda
uno sforzo e uno spreco che non
¢ nella direzione della scoperta
matematica. Ma adesso ci sono i
calcolatori, no?
Tutti coloro che nella storia hanno
costruito o anticipato o sognato le
macchine calcolatrici (Pascal,
Leibniz, quelli che nella prossima
lezione saranno detti della prima
generazione) hanno sempre pen-
sato di affidare alle macchine del-
le funzioni eminentemente logi-
che, anche se poi si dovevano li-
mitare a realizzare le quattro ope-
razioni. L'equiparazione di ragio-
ne e calcolo percorre la storia del
pensiero occidentale, a partire da
Hobbes, e ne ¢ rimasta traccia nel-
la lingua inglese, dove to reckon
significa calcolare ma anche con-
cludere. L'idea si inseriva e di-
scendeva dalla generale visione
meccanicistica dell'universo, si
appoggiava ai meccanismi degli

orologi e degli automi-bambole. E
importante che con il venir meno
di tale visione generale ['ipotesi
resti in piedi per tutt'altre motiva-
zioni ed esperienze.

Quando Turing aveva concepito
I'idea di una macchina universale,
per dimostrare la non risolubilita
algoritmica del problema della va-
lidita logica e di altri problemi ri-
guardanti la attivita computaziona-
le stessa, non aveva in mente solo
un artificio per ottenere risultati
negativi; per Turing la macchina
universale era un concetto positi-
vo che forniva le bast teoriche per
quello che sarebbe stato il proget-
to di tutta la sua vita, la costruzio-
ne di un cervello.

E naturale che ci sia una resisten-
za, una ripulsa quasi a considera-
re meccaniche le funzioni umane
pit alte, e soprattutto da parte deti
matematici che sanno bene quan-
to tortuosa, non garantita, eroica e
qualche volta casuale sia la elabo-
razione di una dimostrazione. Ma
ci sono aspetti non secondari che
spingono a ritenere fondato il mo-
dello di dimostrazione fornito dai
calcoli logici.

C’'¢é innanzi tutto un fatto psicolo-
gico, sperimentato da tutti, che
quando si deve far capire una di-
mostrazione che non viene capita
la si ripete diluendo i suoi passi in
una successione di passi pit sem-
plici. Con passi pit semplici si in-
tende passi che fanno pit esplicito

appello a conoscenze precedenti o
condivise dall’ascoltatore; in linea
di principio si dovrebbe poter
scendere a passi cosi semplici che
non contengano piu alcuna cono-
scenza matematica...

Tale base psicologica ¢ forse a
fondamento della teorizzazione di
questo modello compiuta da De-
scartes, e che ¢ passata nella tra-
dizione:

Io mi dilettavo soprattutto
della matematica, a causa
della certezza ed evidenza
delle sue ragioni...
Quelle lunghe catene di ragioni, tutte sem-
plici e facili, di cui i geometri sono abituati
a servirsi per pervenire alle loro dimostra-
zioni pia difficili, mi avevano dato occasio-
ne di immaginare che tutte le cose che pos-
sono cadere sotto la conoscenza dell'uomo
si raggiungono nello stesso modo, e che
purché ci si astenga dall'accettarne alcuna
per vera quando non lo &, e che si rispetti
sempre ['ordine che ci vuole per dedurle le
une dalle altre, non possono essercene di
cosi lontane che alla fine non
le si raggiunga, né di cosi na-
scoste che alla fine non le si
scopra.

Su questo modello si innestano i
calcoli logici, con i loro passi ele-
mentari di manipolazione sintatti-
ca; ma con la definizione delle
macchine di Turing i piccoli passi
perdono la loro giustificazione
psicologica e assumono quella di
fondamento del processo algorit-
mico. Calcolo logico e processo
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algoritmico si identificano, e il pri-’

mo trova la sua legittimazione nel
secondo.

Innanzi tutto, tra le definizioni
equivalenti della classe delle fun-
zioni calcolabili ce ne ¢ anche una
di carattere logico: le funzioni cal-
colabili sono quelle definibili da
sistemi di equazioni i cui valori si

ottengono derivando una opportu-
na equazione numerica dalla defi-
nizione, con prescritte e ristrette
regole sintattiche di sostituzione.
Viceversa una volta che si hanno i
concetti della teoria della calcola-
bilita si vede che la logica si collo-
ca in una posizione cruciale.

A fianco del concetto di decidibili-

ta, e di algoritmo di decisione, un
concetto non meno importante &
quello di semidecidibilita, associa-
to a quello di algoritmo di decisio-
ne parziale. Un algoritmo ¢ tale
quando di fronte a ogni caso del
problema da una risposta in un
numero finito, per quanto impre-
vedibile, di passi se la risposta e
di un tipo, diciamo positiva, men-
tre non da nessuna risposta, lavo-
rando all'infinito e senza che sia
mai possibile scoprire che ['attesa
¢ senza fine, nel caso opposto. E
facile vedere che in tale caso si di-
spone anche di algoritmi di enu-
merazione di tutte le soluzioni po-
sitive, una macchina che sputa
fuori uno dopo I'altro tutti i casi
positivi, supposti infiniti, in un or-
dine non conosciuto, ad esempio
non in ordine di grandezza se si
tratta di numeri, altrimenti si rica-
drebbe nella decidibilita. Questi
problemi si chiamano anche per
ovvi motivi ricorsivamente enume-
rabili o generabili.

Si immagini una macchina che
elenca una dopo ['altra tutte e so-
luzioni di una equazione, mentre
non esiste perd una macchina che
di fronte a una proposta soluzione
sia sempre in grado di rispondere
in un numero finito di passi se si
tratta proprio di una soluzione o no.
Un esempio specifico & quello della
logica del primo ordine, il proble-
ma della validita logica delle for-
mule: non ¢ decidibile per il teore-
ma di Church, ma ¢ semidecidibi-
le. L'algoritmo di semidecidibilita
si ottiene descrivendo una proce-
dura che a partire dagli assiomi e
usando le regole genera una dopo
['altra tutte le possibili sequenze di
formule, accettando solo quelle
che nel loro legame interno sono
derivazioni ed emettendo la con-
clusione.

Si vede allora che se la logica non
¢ decidibile, se non ¢ realizzabile
il sogno leibniziano del calcule-
mus, almeno ¢ importante e con-
solante che sia semidecidibile: la
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chiarezza, la intercomunicabilita,
la universalita che si ¢ sempre ri-
chiesta alla logica pretende che
questa abbia un carattere effettivo,
e non misterioso, indominabile.
Se con il nostro modello riuscia-
mo a collocare la logica a questo
livello, abbiamo motivo di credere
di aver colto degli aspetti essen-
ziali.

Il livello della semidecidibilita € un
livello di non decidibilita che e il
meno non effettivo possibile; al di
sopra di esso si eleva una gerar-
chia infinita di classi di problemi
caratterizzati da gradi diversi di
non effettivita. I problemi decidibi-
li sono in un certo senso banali;
una volta provata la decidibilita gli
unici problemi riguardano even-
tualmente la loro trattabilita, la esi-
stenza e il ritrovamento di algorit-
mi efficienti. I problemi matemati-
ci e logici pit interessanti che non
sono decidibili sono semidecidibi-
Ii; qui, prendendo ad esempio tipi-
co quello della generazione di tut-
te le possibili derivazioni, i proble-
mi teoricamente interessanti che si
pongono sono quelli di cortocir-
cuitare la attesa passiva della usci-
ta di quello che ci interessa, di tro-
vare delle strategie di esplorazio-
ne dell'albero infinito di tutte le
possibilita che siano efficienti se
pure esaustive, di introdurre ele-
menti euristici che facciano im-
boccare pitt rapidamente la strada
utile. Altrimenti si verifica presto
la cosiddetta esplosione combina-
toria: ammettendo ['ipotesi sem-
plificatrice che a ogni stadio di una
dimostrazione ['ultima formula sia
combinabile con due assiomi, per
non parlare delle formule interme-
die ottenute, si vede che una se-
quenza di dieci formule, che ¢ in-
vero molto corta, si trova come
nodo al livello dieci di un albero
binario, e una ricerca esaustiva
dell'albero richiede la produzione
di 2 elevato a 10 nodi.

Questo della esplosione combina-
toria e I'argomento pit forte che

sostiene la rinnovata opposizione
all'uso dei calcoli logici. Quando
negli anni cinquanta sono disponi-
bili calcolatori sufficientemente
potenti, subito vengono fatti esperi-
menti di dimostrazione automati-
ca. Ma i primi programmi per di-
mostrare teoremi preparati alla
scuola di Intelligenza Artificiale
del MIT, la Logic Theory Machine
di Newell, Shaw e Simon e la Geo-
metry Theorem Proving Machine
di Gelernter, non sono una imple-
mentazione dei calcoli logici esi-
stenti, anche se il primo & usato
per dimostrare teoremi dei Princi-
pia Mathematica. Invece questi
programmi sfruttano delle strate-
gie di riduzione di problemi a sot-
toproblemi, o di appoggio a deter-
minare figure tipiche.

Quello che viene rimproverato
paradossalmente ai calcoli logici
non ¢ di non essere sufficiente-
mente meccanici, ma al contrario
di non essere a misura d'uomo.
Da allora si instaura una contrap-
posizione tra la mera replica mec-
canica dei risultati e la simulazio-
ne della attivita umana. I calcoli lo-
gici che possono essere meccaniz-
zati solo generando sistematica-
mente ed esaustivamente tutte le
dimostrazioni incorporano gli aspetti
pit deleteri della stupidita della
forza bruta meccanica; quello che
si vuole aggiungere sono strategie
euristiche di avvicinamento alla di-
mostrazione che corrispondano a
quelle realmente messe in funzio-
ne dall'uomo.

La polemica si rivela presto una
tempesta in un bicchiere d'acqua.
Di calcoli logici ce ne sono molti;
quelli in stile hilbertiano derivava-
no dalla tradizione di considerare
alcune leggi logiche piu fonda-
mentali di altre, e assumerle come
punti di partenza; altri sono stati
inventati dopo Hilbert proprio per
formalizzare in modo piu naturale
le dimostrazioni matematiche; ce
ne sono ad esempio in cui la di-
mostrazione si cerca non a partire

dagli assiomi ma a partire dalla
conclusione voluta risalendo al-
I'indietro verso i possibili assiomi
che la implicano, guidati dalla
struttura sintattica delle formule. E
questo sostanzialmente e il princi-
pio, riscoperto indipendentemen-
te, della riduzione ai sottopro-
blemi.

Infatti i logici tornano presto alla
carica; nel 1958 Hao Wang con un
calcolo del tipo sopra detto scrive
un programma che dimostra tutti i
teoremi dei Principia Mathematica
in circa otto minuti un exploit allo-
ra sconvolgente. Raccolta la sfida,
il risultato pit interessante € che
un nuovo calcolo viene elaborato
nel giro di pochi anni da ]J. Robin-
son a partire da uno spunto di M.
Davis e di D. Prawitz, il calcolo del-
la risoluzione che ¢ alla base degli
attuali dimostratori automatici e
degli interpreti dei linguaggi di
programmazione logica (di cui si
parla nell'ultima lezione). Questo
calcolo si basa anch’esso su vec-
chie idee di Skolem e Herbrand
degli anni venti, ma ¢ influenzato
dalla preoccupazione della effi-
cienza. In effetti ci sono apparen-
temente limiti teorici alla efficienza
se si vuole considerare un calcolo
completo rispetto a tutte le formu-
le del primo ordine; ma restrin-
gendosi a classi ridotte, sia pure
ancora significative, di formule si
puod ottenere un raffinamento del
calcolo che lavora su di esse in
modo soddisfacente; tale classe &
stata individuata in quella delle
formule di Horn, e la cosiddetta ri-
soluzione lineare applicata ad es-
se ¢ il fondamento della program-
mazione logica.

Il metodo della riduzione dei pro-
blemi risulta logicamente equiva-
lente, e traducibile in modo diret-
to, in questo tipo di calcolo; c'era
da aspettarselo, una volta provato
che il metodo era anche esso com-
pleto rispetto alla stessa classe di
problemi; il fatto & che quando
I'euristica e traducibile in un pro-
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cedimento effettivo allora ipso
facto, in quanto implementabile,
cattura processi ricorsivamente
enumerabili, e ricade nella logica
del primo ordine. Questo ¢ il de-
stino di qualsiasi euristica che
possa essere descritta in modo
preciso e che si applichi non a un
singolo problema.

Se la ricerca orientata alla efficien-
za continua, dal punto di vista teo-
rico & ormai ben consolidata e
compresa la funzione della logica
come rivelatrice della presenza
universale delle procedure di se-
midecidibilita. Ne segue che Ia
macchina universale di Turing si e
ormai imposta, se non come mo-
dello almeno come metafora. D'al-
tra parte ¢ bene osservare che
questa presenza inevitabile non va
a scapito delle altre funzioni supe-
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riori della intelligenza, di cui cia-
scuno porta testimonianza. Se vo-
gliamo fare una incursione nella
filosofia della Intelligenza Artifi-
ciale, possiamo osservare che il
vero problema dei modelli compu-
tazionali della mente ¢ quello di
sapere come si offrono in input al-
la macchina universale i program-
mi particolari, ovvero come si
stampano nel cervello i nuovi cir-
cuiti che incorporano programmi
per nuove soluzioni trovate; non
come vengono eseguiti una volta
che sono stampati. In termini tra-
dizionali di operazioni mentali, co-
me si formano le idee, i concetti,
come si arriva a riconoscere una
strategia nella soluzione di pro-
blemi.

Contributi utili in questa direzione
possono venire dalla disciplina

nota come sintesi dei programmi:
questa studia appunto il modo di
codificare per quanto possibile i
passaggi che portano da una idea
intuitiva di un processo effettivo,
da una formula che non ¢ ancora
algoritmica a un programma, at-
traverso raffinamenti e traduzioni
di linguaggi. Alcuni di questi pas-
saggi diventano standard su una
ampia classe di casi e possono a
loro volta essere formalizzati e
meccanizzati.

Un settore vicino, sempre dell'in-
formatica, dove ['uso della forma-
lizzazione e della dimostrazione
formale e stato rivalutato ed esal-
tato e quello della correttezza dei
programmi. Correttezza non vuol
dire soltanto correttezza sintattica,
cioe rispetto delle regole formati-
ve dei linguaggi di programmazio-
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ne, ma correttezza rispetto alla
funzione che si vuole calcolare, e
che di solito ¢ data in un formali-
smo diverso da quello del linguag-
gio di programmazione. Si puo da-
re ad esempio una definizione di
somma come cardinalita di due in-
siemi disgiunti, e poi scrivere un
programma iterativo che aggiunge
ogni volta + I; non si tratta soltanto
di dimostrare che sono definizioni
equivalenti, ma anche che ['esecu-
zione di quel programma porta al-
la fine al risultato corretto rispetto
alla prima definizione. La natura
dei programmi, sequenze di istruzio-
ni, suggerisce diversi metodi che
in sostanza corrispondono ad as-
sociare dei commenti a ogni istru-
zione, commenti relativi agli effetti
della esecuzione di quella istruzio-
ne. I commenti sono scritti in un
linguaggio dichiarativo, che de-
scrive dei fatti, e non imperativo
come le istruzioni; la sequenza dei
commenti si configura allora co-
me una sorta di dimostrazione del
fatto che il risultato voluto segue
dalle posizioni iniziali. Con un mi-
nimo di rigore, i commenti diven-
tano in senso preciso una dimo-
strazione, e una dimostrazione
formale per di piu, della corret-
tezza.

La correttezza del programma si
riduce allora alla costruzione di
questa dimostrazione, e alla veri-
fica che proprio di una dimostra-
zione corretta si tratta; la forma in
cui si presenta, la sua lunghezza,
in generale, il carattere ripetitivo di
molti suoi passaggi suggeriscono
di fare eseguire questo compito a
un dimostratore automatico, un
verificatore automatico di pro-
grammi. Alcuni successi rilevanti
sono stati ottenuti, ad esempio dal
verificatore di Boyer e Moore, che
incorpora anche applicazioni del
principio di induzione matematica.
Naturalmente se da una parte &
comodo avere un unico program-
ma che esegue tutte le dimostra-
zioni. 0 un unico motore inferen-

ziale, come si dice in programma-
zione logica, che interpreta tutti i
programmi, questo va a scapito
della efficienza e duttilita. Anche
trascurando i risultati teorici sulla
complessita, ¢ evidente che la rigi-
dita e la universalita non si sposa-
no facilmente con la agilita. Quello
verso cui ci si orienta quindi, nel
campo della Intelligenza Artificia-
le come in quello della dimostra-
zione automatica, € costituito dalla
realizzazione di procedimenti inte-
rattivi, dalla disponibilita di diverst
metodi di decisione che si richia-
mano da parte dell'utente quando
ce ne sia bisogno come ausilio.
Parti della matematica decidibili
attraverso algoritmi efficienti sono
affidate alla macchina quando nel-
la ricerca della costruzione di una
dimostrazione si perviene a un
modulo che ricade in quel domi-
nio. Questo orientamento non ¢&
tuttavia teoricamente incompatibi-
le con ['esistenza di dimostratori
universali, dati dai calcoli logici.
Ma a fianco dei successi e della
propaganda a favore di questa im-
postazione si ¢ anche sollevata
una fiera polemica, in cui sono ri-
prese e sottolineate molte delle ra-
gioni che hanno sempre sostenuto
gli oppositori della logica.

La verifica automatica dei pro-
grammi insiste sulla opportunita
di affidare a una macchina una ve-
rifica che, riguardando un oggetto
che nasce in modo quasi naturale
come formale ha dei caratteri non
adeguati a un controllo umano, la
lunghezza in primo Iuogo. Si ac-
cetta dunque la critica che il for-
male allunga, ma si oppone che il
calcolatore abbrevia, che I'opera-
tore meccanico a differenza di
quello umano riesce a superare
questo ostacolo. L'opposizione al-
lora insiste su un altro aspetto che
¢ quello della mancanza di senso
e quindi di controllabilita umana di
queste sequenze di simboli privi di
significato.

L'uso del formalismo introduce

una incontrollabilita di principio.
Ne risulta che ['accettazione della
risposta eventuale non pud essere
basata su un reale controllo del ra-
gionamento fatto, ma si affida sol-
tanto alla supposta correttezza del
programma, e non solo del pro-
gramma, anche della macchina
che dopo una serie di calcoli na-
scosti e inverificabili sputa fuori
un risultato. La fiducia nella ese-
cuzione della macchina, e la ne-
cessita di fare controlli solo ripe-
tendo eventualmente i calcoli con
un'altra macchina, introduce un
carattere empirico, di esperimento
fisico nel risultato ottenuto. La
esecuzione meccanica delle dimo-
strazioni allora invece che esalta-
zione ultima della logica si rove-
scia nella introduzione di elementi
empirici nella matematica. Dopo
la dimostrazione con calcolatore
del Teorema dei Quattro Colori,
dimostrazione che per ora non ap-
pare avere alternative se non con
altri programmi e altre macchine,
la polemica gia vivace nel campo
informatico ha investito anche su
questi temi la dimostrazione mate-
matica.

Siccome pero la dimostrazione
automatica ¢ il portato ultimo e
coerente della logica, il suo rifiuto
finisce per investire la caratterizza-
zione logica stessa della dimostra-
zione. La storia del metodo assio-
matico, culminata con la vicenda
delle geometrie non euclidee, ha
ben fissato questa caratterizzazio-
ne: gli assiomi non hanno un si-
gnificato intrinseco 'ma diverse
possibili interpretazioni, i teoremi
sono le proposizioni che sono va-
lide in tutte le interpretazioni che
soddisfano gli assiomi. La dimo-
strazione stabilisce questo lega-
me, che tecnicamente ¢ quello del-
la conseguenza logica. Ma se si di-
ce che la dimostrazione consiste
nello stabilire la relazione di con-
seguenza logica tra assiomi e con-
clusione, allora attraverso i passi
che abbiamo esaminato, calcoli
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logici formali e completezza, si ar-
riva a dover accettare come perfet-
tamente legittima la dimostrazione
al calcolatore.

Chi nega il carattere logico della
dimostrazione sottolinea altri aspetti
della sua funzione in matematica:
in breve si tratta di una funzione
retorica di convinzione della con-
venienza o utilita di fare uso di cer-
ti risultati. I criteri di accettazione
sono variabili nel tempo e dipen-
dono dalle assunzioni condivise
da una comunita scientifica.
L'impressione di chi scrive e che
queste posizioni mettono in luce
aspetti reali della dimostrazione
‘nella sua funzione di comunicazio-
ne e convinzione, ma che trascuri-
no con troppa disinvoltura una tra-
dizione millenaria che in modo

non sempre coerente e non sem-
pre tirandone le stesse conclusioni
ha tuttavia sempre tenuto presente
la relazione logica come riferi-
mento privilegiato della matemati-
ca; che siano in difficolta a dare un
quadro complessivo, una defini-
zione globale della matematica al
di fuori di una fenomenologia su-
perficiale; e che sia difficile spie-
gare come all'improvviso tutta la
tradizione della matematica si ri-
veli illusoria per essere sostituita

dalla rivelazione di una nuova na-
tura.

Nel denunciare la illusoria certez-
za e sicurezza della macchina, a
favore di una dinamica piu discor-
siva e di certezze pit1 problemati-
che, gli empiristi finiscono poi di
trovarsi alleati di coloro che rifiu-

tano la logica in nome di facolta
superiori e piu profonde. Gli svi-
luppi che hanno reso possibile la
scrittura e ['uso della dimostrazio-
ne formale sono gli stessi che han-
no prodotto i teoremi che stabili-
scono ['inevitabile relativismo del-
le nozioni matematiche. Torniamo
un momento al paradosso di
Skolem, e al teorema di comple-
tezza che da una spiegazione del
suo apparire e lo generalizza.

Il teorema di completezza per la
logica del primo ordine afferma
che se una proposizione ¢ conse-
guenza logica di un'altra, in un
senso di conseguenza logica che ¢
molto ampio, compatibile con di-
verse teorie semantiche (ma quel-
la insiemistica, con le sue strutture
va benissimo), allora detta propo-
sizione e anche derivabile da quel-
la nel calcolo logico. In modo
equivalente si vede subito che il
teorema si pud anche formulare
nel seguente modo: una teoria ha
una interpretazione, un modello,
se ¢ sintatticamente consistente,
cioe se da essa non si possono de-
rivare contraddizioni nel calcolo
logico.

Se la teoria ¢ sintatticamente con-
sistente, un suo modello si defini-
sce in modo concreto con il mate-
riale sintattico disponibile, cioe su
di un universo costituito dai termi-
ni della teoria. Ne segue che se il
linguaggio ¢ numerabile allora il
modello ¢ numerabile e si ritrova
il teorema di Lowenheim - Skolem.
Il teorema di completezza afferma
che i calcoli sono forti; ma esso
puo essere letto come affermazio-
ne che qualche cosa d’altro ¢ in-
vece debole, o difettoso: la nostra
intuizione, o la nostra pretesa di
avere una idea chiara e distinta,
assoluta delle nozioni matemati-
che fondamentali che involvono
['infinito. Prendiamo la pit sempli-
ce di tutte, quella della totalita dei
numeri naturali.

Se si aggiungono agli assiomi del-
['aritmetica i seguenti infiniti as-
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siomi

¢ 0,c=> 1,5 2.

dove ¢ e una nuovacostante di cui
gli altri assiomi non dicono nulla,
allora si vede subito che la nuova
teoria e sintatticamente consisten-
te, se l'aritmetica lo e: ogni dimo-
strazione, essendo finita, puo ap-
poggiarsi al pit ad un numero fi-
nito dei nuovi assiomi, e allora se
si sostituisce ovunque in essa ¢
con un numero maggiore di tutti
quelli menzionati nella dimostra-
zione se ne ottiene una nel lin-
guaggio originario.

Un modello della teoria, che ¢ ga-
rantito dal teorema di completez-
za, oltre a contenere gli usuali nu-
meri, detti standard, deve contene-
re anche un elemento maggiore di
tutti gli standard, oltre poi al suo
successore, al suo predecessore,
al successore del successore e co-
si via. Una struttura abbastanza
complessa, in cui comunque c'e
un insieme di numeri naturali che
possono essere detti infiniti, o non
standard, al di [a di quelli stan-
dard.

Qualcuno potrebbe obiettare che
una tale struttura non ¢ un model-
lo dell'aritmetica, perché all'insie-
me dei numeri non standard non
si applica il principio di induzione,
nella forma del principio del mini-
mo, il che ¢ vero; ma un tale insie-
me risulta non definibile nel lin-
guaggio e quindi non viene a con-
traddire alcun caso esplicito del-
['assioma di induzione.

Perché non usiamo allora un lin-
guaggio in cui si possa scrivere
esplicitamente che certe proprieta
devono valere per tutti gli insiemi,
e non solo per quelli definibili? So-
no i cosiddetti linguaggi del secon-
do ordine, con variabili e quantifi-
catori su insiemi; ma nel 1948 L.
Henkin ha esteso il teorema di
completezza anche a questi lin-
guaggi: non e il linguaggio che
conta ma il tipo di logica che si
usa. Se la relazione di conseguen-
za logica deve essere ricorsiva-

mente enumerabile, allora si cade
automaticamente nei fenomeni
usuali del primo ordine, inclusa la
completezza. Un teorema di Lin-
dstrom afferma che ogni logica
(definita da una relazione di con-
seguenza semantica) che abbia il
fenomeno di Lowenheim -
Skolem, in modo da potersi ridur-
re a strutture numerabili, e quello
della compattezza, per cui una
conseguenza di una teoria ¢ sem-
pre gia conseguenza di un numero
finito di assunzioni, ¢ di fatto la lo-
gica del primo ordine.

Come si fa allora a sfuggire al re-
lativismo, come si fa ad escludere
di dover accettare modelli come
quelli di sopra come realizzazioni
della nostra idea dei numeri? Non
si pud, almeno non si puo in una
maniera comunicabile, scrivibile
in un testo finito. St puo fare un at-
to di volonta, dopo aver individua-
to queste strutture si puo dire che
non le si vuole considerare, ma da
allora in poi la nozione di conse-
guenza che si usa non ¢ pit nean-
che semidecidibile, ¢ a un livello
di non effettivita in cui i matematici
saranno anche capaci di muover-
si, ma che & un po’ ardito prendere
come base fondazionale.
Escludere le strutture non stan-
dard richiede come minimo ap-
punto prima il riconoscerle; e non
solo la loro esistenza ¢ dettata dal-
la nostra logica, ma sono anche
utili. Le strutture non standard per
i numeri reali hanno permesso di
rivalutare il metodo degli infinite-
simi, e di dimostrarne ['efficacia in
una accezione del tutto inaspetta-
ta. Non ¢ solo una curiosita stori-
ca, di fronte a cui il matematico
possa dire che é solo marginal-
mente interessato; si tratta di una
tecnica nuova che si sta rivelando
utile nella modellizzazione di di-
versi fenomeni fisici, e una tecnica
che e il portato inevitabile della
presa sul serio del carattere logico
delle dimostrazioni. E vero che ['a-
nalisi non standard si svolge appa-

rentemente come un discorso in-
siemistico su strutture piuttosto
complicate, ma la sua ragion d'es-
sere sta nel prendere sul serio il
carattere logico delle dimostrazio-
ni, la loro coincidenza con le di-
mostrazioni del calcolo logico, e
['arricchimento, invece dell'impo-
verimento lamentato, che ne se-
gue dal punto di vista delle possi-
bilita dimostrative.

Non ¢ un caso che gli osservatori
piu attenti dello sviluppo attuale
della matematica accostino tra lo-
ro due fenomeni in apparenza su-
perficiale cosi diversi come ['infor-
matica, con tutto quello che com-
porta, e la analisi non standard.
Tra ['altro essa mostra che gli in-
finitesimi non erano una invaden-
za metafisica, ma erano il portato
naturale delle dimostrazioni, se-
condo la concezione (intravista da
Leibniz) del loro carattere fittizio.
Alla fine, la relativita delle nozioni
matematiche apparentemente as-
solute che cosa dimostra? Tutti
sappiamo che i tentativi fondazio-
nali dell'inizio del secolo, che vo-
levano dare una versione definiti-
va di questa credenza sono falliti.
1I logicismo ad esempio voleva riu-
scirvi stabilendo il loro carattere
logico, in un senso da definire, ma
che aveva qualcosa di assoluto e
preliminare in sé. Quello che e fal-
lito ¢ il tentativo di concepire, e
provare che la matematica ¢ una
costruzione che si appoggia a
qualche nozione assoluta di carat-
tere prematematico. Il fallimento
di tali progetti non ¢ un fallimento
della logica, come spesso ancora
si sente dire, ma ¢ stato una con-
seguenza dello sviluppo della logi-
ca e delle illuminazioni che ne so-
no venute sulla attivita dimostrati-
va. Demolendo queste aspirazioni
la logica ha permesso di riportare
in primo piano una concezione
della matematica che la identifica,
che sorpresa sara questa per i ma-
tematici, con la attivita di dimo-
strazione di teoremi.




Programmazione logica
e i computer
della V generazione

di Annalisa Marcja

a storia del moderno com-

puter e suddivisa in cinque

generazioni. Possiamo pren-
dere come date di inizio di queste
rispettivamente il 1642, il 1955, il
1964, il 1972 e forse il 1990.
Nel 1642 Blaise Pascal costrui la
prima macchina per fare le som-
me. Dopo 180 anni da questa in-
venzione ['inglese Charles Babba-
ge (1791-1871) costrui una mac-
china che sostituisse le tavole nu-
meriche del suo tempo, calcolate
a mano e piene di errori. Dopo la
costruzione di questa, pensoé a un
«general-purpose» computer. Egli
pensava ad una macchina potente
che avrebbe cambiato il futuro
dell'analisi matematica, e che
quindi chiamo macchina analitica.
Questa macchina non fu mai co-
struita da Babbage (non fu capita
dai suoi contemporanei e Babbage
non riusci ad avere un finanzia-
mento governativo per la costru-
zione), ma il suo progetto ¢ molto
importante perché incorporava molti
degli elementi del moderno com-
puter.
Le schede perforate furono usate
per la prima volta da Jacquard,
che nel 1801 costrui un telaio in
cui il movimento dei fili era con-
trollato dai buchi nella scheda.
Babbage adattdo questa idea alla
sua macchina analitica, usando
schede perforate per le istruzioni
e i controlli. La macchina era pen-
sata con una memoria ed una uni-

ta aritmetica, dove introdurre ope-
razioni e variabili; i numeri pote-
vano essere posti nella memoria
manualmente oppure per mezzo
delle schede perforate. Babbage
pensava anche a un metodo per
stampare le risposte. La macchina
analitica di Babbage ¢ ['anello di
transizione tra la macchina calco-
latrice e il computer. Lady Lovela-
ce, amica di Babbage, viene con-
siderata come il primo program-
matore, e i metodi da essa usati
erano molto vicini ai linguaggi
macchina dei primi calcolatori.
Verso la fine del diciannovesimo
secolo, Hollerith penso di modifi-
care le idee di Babbage per co-
struire una macchina per rendere
veloce il censimento negli Stati
Uniti. Questa macchina, che con-
trollava elettricamente la presenza
o l'assenza di un buco nella sche-
da, in corrispondenza alla risposta
si 0 no, rese effettivamente molto
veloce il censimento del 1890.
Nel 1936 Aitken, in collaborazione
con la IBM, inizid la costruzione
dell'Harvard Mark I, che fu termi-
nato nel 1944. Questa era una
macchina elettromeccanica e la
memoria (formata da ruote denta-
te come contatori) poteva contene-
re 72 numeri in forma decimale di
23 cifre.

L'ENIAC (Electronic Numerical In-
tegrator and Calculator) costruito
nel 1946, fu il primo calcolatore
completamente elettronico. Que-

sta macchina conteneva 18.000
valvole e poteva in un'ora fare cal-
coli che avrebbero richiesto una
settimana con ['Harvard Mark I.
Poteva memorizzare solo 20 nu-
meri, ma poteva sommare, molti-
plicare e dividere due numeri in
200, 3000 e 6000 microsecondi ri-
spettivamente.

La svolta che avrebbe portato al
moderno computer ¢ dovuta a
John von Neumann. Von Neu-
mann era nato a Budapest e nel
1930 aveva raggiunto Einstein al-
I'Institute for Advanced Study del-
['Universita di Princeton. Nel 1944
von Neumann era un consulente
del gruppo che lavorava alla bom-
ba atomica a Los Alamos, e che
aveva necessita di computazioni
numeriche estremamente [unghe e
complicate. Nel 1946, von Neu-
mann pubblico un articolo dal tito-
lo «Preliminary discussion of the
Logical Design of an Electronic
Computing Instrument» che de-
scriveva molte delle caratteristiche
fondamentali del moderno com-
puter digitale.

Alla fine del 1940, gruppi di inge-
gneri e matematici dell'Universita
di Cambridge in Pennsylvania, la-
voravano all'implementazione dei
piani di von Neumann e Turing per
una macchina in cui potesse esse-
re usato un programma, memoriz-
zato nella macchina stessa. Il pri-
mo computer di questo tipo fu
I'EDSAC (Electronic Delay Storage
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Charles Babbage nacque a
Walworth Road, vicino a Londra,
nel 1791, e mori a Londra nel
1871. Progetto la «macchina
analitica».
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Automatic Calculator) costruito a
Cambridge da Wilkes e 'EDVAC
(Electronic Discrete Variable Au-
tomatic Computer), costruito da
von Neumann. Entrambi i compu-
ter divennero operativi nel 1949.
Nel 1951 la Remington produsse
un grande computer col nome di
UNIVAC (Universal Automatic Com-
puter) che pud essere pensato co-
me il primo computer commer-
ciale.

I transistor furono scoperti nel
1948 da Shokley ed essi immedia-
tamente sostituirono le valvole nei
computer. Comincia cosi la II ge-

nerazione. E di questo periodo an-
che [l'introduzione dei linguaggi
FORTRAN-COBOL-ALGOL.

La terza generazione ha inizio in-
vece con i computer con circuiti in-
tegrati. Di questi fanno parte com-
puter come ['IBM 360 (1964), che
impiegava 20 microsecondi per
['addizione di due numeri e 32 mi-
crosecondi per la moltiplicazione.
La quarta generazione (['attuale) &
la generazione dei minicomputer
ed e caratterizzata dal piccolo in-
gombro e dalla sofisticata capacita
computazionale di questi.

Come abbiamo gia osservato i pri-

mi computer venivano program-
mati in linguaggi macchina. Essi
permettono solo di far eseguire al
calcolatore le singole operazioni
elettroniche necessarie al conse-
guimento del risultato voluto. E fa-
cile convincersi che programmare
in linguaggio macchina ¢ molto
difficile e suscettibile di numerosi
errori.

Per rendere piu facile la comuni-
cazione uomo-macchina sono sta-
ti inventati i linguaggi di program-
mazione di alto livello, ciascuno
pensato per tipi specifici di pro-
blemi.

Si puo pensare che mentre per co-
municare con i linguaggi macchi-
na il programmatore deve cono-
scere la psicologia della macchina
per esprimere i suoi problemi, nei
linguaggi di alto livello i problemi
vengono espressi in termini pic vi-
cini alla loro concettualizzazione
originale. Ma ancora un program-
ma redatto in linguaggi come il
Fortran, il Pascal, ['Ada ¢ la tra-
scrizione di un algoritmo. Dobbia-
mo cioe conoscere gia il modo di
risolvere un problema, e descri-
verlo alla macchina.

Kowalski e Colmerauer nel 1972
arrivarono alla fondamentale idea
che [a logica poteva essere usata
come linguaggio di programma-
zione, introducendo cosi la pro-
grammazione logica.

L'idea che la logica del I ordine, o
almeno sottoinsiemi di essa, po-
tesse essere usata come linguag-
gio di programmazione era rivolu-
zionaria, perché fino ad allora la
logica veniva usata in informatica
solo come linguaggio di specifica-
zione. La logica invece ha una in-
terpretazione procedurale. Breve-
mente una clausola di programma
A < Bj,...Bp viene vista come
una definizione di procedura. Se
< Cj,...,Cg e una clausola goal,
ogni C, viene visto come una chia-
mata cfi procedura. Un programma
viene eseguito dandogli un goal
iniziale. Se questo ¢ <~ Cj,...,Cp,




un passo del calcolo implica ['uni-
ficazione di qualche Cjcon la testa
A di una clausola di programma A
< Bj,....Bp e quindi la riduzione
del goal in esame al goal <«
(C1....,Cj-].B]....,Bn.Cj+1.....Ck) 0
dove ¢ e la sostituzione unifican-
te. L'unificazione diventa dunque
un meccanismo uniforme per il
passaggio dei parametri, la sele-
zione e la costruzione dei dati. Il
calcolo termina quando viene pro-
dotto il goal vuoto.

Nel 1972 a Marsiglia fu implemen-
tato il primo interprete Prolog
(Programmation en Logique). Il
Prolog rivoluziona completamente
il punto di vista della programma-
zione classica.

Si abbandona il principio della
programmazione imperativa che
obbliga il programmatore a indi-
care al computer ['algoritmo, so-
stituendolo con la programmazio-
ne dichiarativa, che consiste nel
rappresentare le conoscenze su
un soggetto dato, a partire dal
quale saranno dedotte le risposte
alle domande dell'utente. Un pro-
gramma scritto in Prolog non fa
che enunciare un insieme di fatti e
di regole, che sono piu vicini ad
assiomi matematici, che ad ordini
dati ad una macchina. Queste ca-
ratteristiche fanno del Prolog un
linguaggio particolarmente adatto
ai problemi dell'intelligenza artifi-
ciale, specialmente a quelli che si
cerca di risolvere non applicando
metodi di calcolo predeterminati.
Senza definire completamente la
programmazione logica ed il Pro-
log, mostreremo il modo di utiliz-
zo del Prolog in un classico esem-
pio di «Problem Solving» (Mc
Carthy).

C'é una scimmia sulla porta di una
stanza. Nel mezzo della stanza c'e
una banana che penzola dal soffit-
to. La scimmia e affamata e vor-
rebbe prendere la banana, ma non
ci arriva. Alla finestra c’e una cas-
setta che la scimmia potrebbe
usare.

La scimmia pud compiere le se-
guenti azioni:

— camminare sul pavimento

— spingere la cassetta

— afferrare la banana, salendo sul-
la cassetta, posta immediatamente
sotto la banana.

Il problema e: La scimmia puod
prendere la banana?

Prima di tutto dobbiamo rappre-
sentare il problema nel linguaggio
usato.

Supponiamo per esempio che lo
stato iniziale sia:

1. La scimmia ¢ sulla porta.

2. La scimmia ¢ sul pavimento.

3. La cassetta ¢ alla finestra.

4. La scimmia non ha la banana.
Formalizziamo ora le regole del
gioco.

Il «goal» ¢ una situazione in cui la
scimmia ha la banana cioe, se
usiamo il funtore stato con 4 posti,
uno stato in cui all'ultimo posto c'e
ha.

Stato (-,-,-,ha).

Inoltre ci sono 4 tipi di mosse che
possono cambiare uno stato in un
altro:

1. afferrare la banana

2. salire sulla cassetta

3. spingere la cassetta

4. camminare.

Non tutte le mosse sono possibili
in ogni stato. Per esempio la mos-

sa «afferrare» e possibile se la
scimmia e sulla cassetta sotto la
banana. Tali regole sono rappre-
sentabili in Prolog da
Mossa(stato1,M,stato2).

Le mosse possibili sono:

mossa(stato(nelmezzo,sullacassa,
nelmezzo,nonha),
afferra,stato(nelmezzo,sullacassa,
nelmezzo,ha)).

mossal(stato(P,sulpavimento, P,
H),arrampica,
stato(P,sullacassa,P,H)).

mossa(stato(P},sulpavimento, P, H),
spinge(P},P)),stato(P,,sulpavimen
to, Py, H)).
mossa(stato(P,sulpavimento,B,H),
cammina(P,P)),
stato(P,sulpavimento, B,H)).

II fatto che la scimmia in uno stato
iniziale S puo afferrare la banana,
puo essere formulato con un pre-
dicato ricorsivo.
puo(stato(-,-,-,ha)).
pud(Sy):-mossal(Sy,M,S2),puc(S))

Abbiamo quindi descritto le nostre
conoscenze in Prolog. Consideria-
mo ora il goal:
?-pud(stato(sullaporta,sulpavi-
mento,allafinestra,nonha)).

La risposta ¢ si.
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stato(sullaporta,sulpav,allafin,nonha)

afferra .
arrampica .
cammina

spinge (sullaporta,P2)

stato(P2,sulpav,allafin,nonha)

afferra
arrampica :
P|
backtrack spnge(Frie)
no

stato(allafin,sullacassa,allafin,nonha) stato(P'2,sulpav,P'2,nonha)
afferra
afferra .
spinge :
) . arrampica
arrampica | cammina
v nc
no no no
no

stato(P'2,sullacassa,P'2,nonha)

afferra
v P'2=nelmezzo

stato(nelmezzo,sullacassa,nelmezzo,ha)
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Il comportamento procedurale ¢ il
seguente:

Se dopo aver scritto il programma
ci accorgiamo che la conoscenza
del problema era parziale, possia-
mo correggerlo abbastanza celer-
mente, senza dovere, come nel ca-
so imperativo, modificare comple-
tamente ['algoritmo.

E questo tipo di flessibilita che ha
reso popolare il Prolog fra gli stu-
diosti di intelligenza artificiale.

Nell'autunno del 1981 ¢ stato pub-
blicato in Giappone un rapporto
sui «calcolatori della quinta gene-
razione», preludio al lancio di un
programma di ricerca con lo stes-
so nome. L'obiettivo era di mettere
a punto, per il decennio successi-
vo, macchine specializzate per la
rappresentazione della conoscen-
za ed adatte all'intelligenza artifi-
ciale.

In questo programma si tenta di ri-
solvere contestualmente due pro-
blemi: da una parte avere linguag-
gi ad altissimo livello e dall'altro
macchine parallele per aumentare
la velocita. Si cerca quindi da una
parte, e sembra che un prototipo
sia pronto, di costruire «Prolog
machine» e dall'altra trovare lin-
guaggi per macchine parallele.

La speranza ¢ che la programma-
zione parallela in linguaggi logici
risulti pit facile della programma-
zione sequenziale nei linguaggi
tradizionali. Il Prolog ha in sé due
possibili tipi di parallelismo. Con-
sideriamo il programma

a:-b,c,d

a:-e,c

?-a

Per provare il goal a si puo paral-
lelamente verificare b,c,d (paralle-
lismo and) oppure si puod paralle-
lamente tentare la I e Ia II clausola
(parallelismo or) o entrambe.
Clarc e Gregory dell'Imperial Col-
lege di Londra hanno introdotto il
PARLOG: programmazione logica
parallela.
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